7.4.7 Polohové ulohy v prostoru Il

Piedpoklady: 7406

‘ Pr.1: Urci vzdjemnou polohu rovin p:2x-4y+2z-4=0a 0:3x-6y+3z-9=0.

YV oz

' Roviny mohou byt v prostoru rovnobézné, totozné nebo rtiznobézné (podobné jako piimky
| v roving).
. Upravime rovnice tak, aby pied x byla jednicka.
pP:2x—4y+2z-4=0 0:3x-6y+3z-9=0
pP:x—2y+z-2=0 og:x—-2y+z-3=0
' Rovnice obou rovin se 1i{ v koeficientu d = roviny jsou rovnob¢zné (maji stejny smer, ale
' nejde o shodné roviny).

Pi.2:  Urci zbyvajici koeficienty v rovnicich rovin p a g, tak aby byly totoZné.
P:2x+by+3z-2=0, 0:ax+5y—-2z+d =0.

' Roviny jsou totozné, kdyZ jejich obecné rovnice jsou jedna druhé nasobkem.

a,x =kLla,x b,y=klb,y c,z=kle,z d,=kld,
2=kld, b,=kI[3 3:k[ﬂ—2) 2=kld,
k=-2
. 2
' Zndme pomér obou rovnic = dopocitdme ostatni koeficienty:
iagzg:i:—ﬂ bp:kB:—éS:—E dU:__Z:__Z:E
! k 3 3 2 2 kK _3 3
2 2

" Rovnice rovin: p:2x—§y+3z—2:0 J:—%x+5y—2z+%=0_

Pf.3: Urci vzdjemnou polohu rovin p:2x—-4y+2z-4=0a 0:2x-3y+3z-3=0.
Pokud jsou roviny riiznobézné najdi jejich prisecnici.
. Rovnice rovin nejsou svymi ndsobky.
VypiSeme si normélové vektory: n,= (2; —4;2) n, = (2; —3;3)
' = normélové vektory nemaji stejny smér = roviny jsou riiznobé€Zné = maji prisecnici

- (mnoZinu spole¢nych bodil) = feifme soustavu rovnic (hleddéme spole¢né body):
' 2x—4y+2z-4=0

2x-3y+3z-3=0
| 2x=4y+2z-4=0
D21 -y-emi=o
Dv¢ rovnice a tfi neznamé = nekone¢né mnoho feseni (pfimka méa nekonecné¢ mnoho bodi)

- = jednu neznémou volime (naptiklad z) a ostatni vyjadfujeme pomoci zvolené nezndmé:
. z druhé rovnice: y=-1-z.




. Prvni rovnice: 2x—4y+2z-4=0  /:2.

- x=2y+z-2=0 dosadime y=-1-z:

x=2(-1-2)+z-2=0

x+2+2742-2=0

L x=-3z

Resenim soustavy je mnoZzina bodi K ={[—3z; -1-z; z] ,z U R} - ReSeni nevypada jako
vyjadieni pfimky. Sta¢i polozit z =¢: K ={[—3t; -1 —t;t] ,t R} - to uZ odpovida tomu, co si

. pod parametrickym vyjddienim pifmky v prostoru predstavujeme.

Dodatek: Spravnost feSeni predchoziho piikladu si mizeme ovétit dosazenim do rovnic
obou rovin (mély bychom ziskat nekonecné mnoho feseni, protoZe priisecnice
musi lezet v obou rovinach).

P:2x—4y+2z-4=0
2(=3t)-4(-1-1)+2t-4=0
—6t+4+41+2t-4=0

0=0 = prisecnice leZi v roviné¢ 0.
0:2x-3y+3z-3=0
2(=3t)=3(~1-1)+3t-3=0
—6t+3+3t+3t-3=0

0=0 = prusecnice leZi v rovin¢ O .

Pr.4: Najdi spolecné body rovin ,0:{[1+t—s;2—t+25;—1+s],t,sDR} a

O:x+y—-z-4=0. Na zdklad¢ vysledku rozhodni o vzdjemné poloze rovin p a O.

x=1+t-s
' . . v o . y = 2 -+ 2S
' Hleddme spole¢né body = feSime soustavu rovnic: 1+ .
! z=—1+s
x+y—-z—-4=0

' Dosadime z prvnich tif rovnic do &tvrté: (1 +t- s) + (2 -+ 2s) - (—1 + s) -4=0
ClHr—s+2-1+25+1-5-4=0

L 0=0

' ReSenim je libovolna dvojice &isel £, s = spole¢né body ziskdm tak, Ze do parametrického
- vyjadieni roviny o dosadim libovolnou dvojici &isel £, s = vSechny body roviny o jsou

- spoleéné = roviny jsou totoZné.

Dodatek: Objevuji se dotazy, jak by feseni piikladu vypadalo, kdyby ob¢ roviny byly
riznobézné. MuZeme si to ukdzat snadno tim, Ze trochu zménime rovnici roviny
O (tak aby novy normélovy vektor nebyl ndsobkem ptivodniho):
0,:x+2y-z-4=0 = dosazeni: (1+7—s)+2(2-1+2s)—(-1+5)-4=0
l+t—s+4-2t+4s5+1-5-4=0
—t+2s+2=0 = t=25+2
Ziskanou hodnotu t miizeme dosadit do rovnic pro parametrického vyjadfent



x=1+t—-s=1+25s+2-5=5+3
roviny p: y:2—t+2s=2—(2s+2)+2s:0.

Z=—1+s=-1+25s+2=2s+1
Tim jsme ziskali parametrické vyjadieni piimky (priise¢nice obou rovin).

Pr.5: Zopakuj postup, kterym rozhodnes o vzajemné poloze dvou parametricky zadanych
piimek p(A;u) a q(B;v) V prostoru.

- Podobné jako u vzdjemné polohy dvou pifmek v roving, pfibude moznost mimobé&Znosti

- pifmek = pokud nebudou pfimky rovnobézné, musime zjistit, zda existuje prisecik, a podle
' toho rozhodneme, zda jsou rtiznobézné nebo mimobézné.

! plati v=ku?

lezi bod A na pifmce g ? existuje prusecik?
ANO NE ANO NE
| totozné pifmky rovnobézky riznobézky mimobé&zky

Pf.6: Je dana pfimka p (P;up) , P[l; 2; —1] s u, = (2; —1;1) . Ur¢i postupné vzdjemnou
polohu piimky p a ptimek:

a) a:{[2-4r3+2,3-21] 1 OR} b) b(B;u,), B[-121], u, =(1;1;-2)
x=-1-2¢

¢) ¢ y=3+1 d) d{[-1+26:-1+1,-2+1],t OR}
z==2-1,10R

‘a) a:{[2-41,3+213-21],t DR}
Porovniame smérové vektory: u b= (2; —1;1) u,= (—4; 2; —2) .
Plati: u, =-2[&, = piimky jsou rovnob&zné nebo totozZné.

Zjistujeme, zda bod P[l; 2;—1] lezi na ptimce a:

§1=2—4r:>t=l
! 4

2=3+2t=>t= —% = bod P neleZi na ptimce a = primKky p a a jsou rovnobézné.
S1=3-2=1=2

b) b(B;ub), B[—I;Z;l], u, =(1;1;—2)

Porovniame smérové vektory: u,= (2;—1;1) u, = (1;1;—2).

' Neplati u, =k (& , = piimky jsou riznob¢€Zné nebo mimob&zné.

' Hleddme prasecik:



1+2t=-1+s

2—1=2+s

—l+r=1-2s

2t—s=-2

“t—-s=0=>s=—¢ Dosadime do obou zbyvajicich rovnic:
1425=2

: 2
2~ (~t)=2=1=-Z e o
! 3 = soustava nemd feSeni = neexistuje prusecik piimek p a b =

§t+2(ﬁ):—2:w:2
piimKky p a b jsou mimobézné.

. x=-1-2¢
¢) c: y=3+t
' z=-2-1,t0R

porovndme smérové vektory: u,= (2;—1;1) u, = (—2;1;—1).

Plati: u, =—10&, = piimky jsou rovnob¢Zné nebo totozné.

Zjistujeme, zda bod P[l; 2; —1] lezi na pfimce c:

l=-1-2t=>t=-1

' 2=3+t=1=-1 = bodPlezina piimce ¢ = piimKy p a ¢ jsou totozné.
Sl=2-r==-1

@) d:{[-1+2-1+-2+1],1 OR)
Porovniame smérové vektory: u,= (2;—1;1) u, = (2;1;1).

Neplati: u, =k &, = pifmky jsou riznob&Zzné nebo mimobezné.
- Hleddme praseéik:

142t =-1+2s

2—t=—l+s

“1+r=-2+s
2t-25=-2
—t—5s=-3 Dosadime do zbyvajicich rovnic:
t-s=-l=r=s-1

2(s-1)-2s=-2

—(s—l)—s=—3

0=0 o .
; =t=s-1=2-1=1 = prlsecik existuje.
F2s=—4=s5=12

- Dopocitime soufadnice praseciku:

P x=1+2t=1+20=3

y=2-t=2-1=1 = prisecik ma soutadnice Q[3;1;0].
Cz=-1+1=-1+1=0

' PFimKy p a d jsou riiznobézné.
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Shrnuti:



